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Intro
[ ]

Réseaux de réactions chimiques
CH4 + 209 — CO9 + 2H50.

® _9
g @y

Actine + Profiline — Profilactine
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Modele déterministe
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Modele déterministe - Modele de Gray-Scott

2A+ B +— 3A
A0
B~
) B

a,b: Ry x R? - R, densités de concentration

dra(t,z) = DoAga(t, z) -+ a(t, 2)*b(t, ) —leal(t, x)
Ob(t, ) = Dy Aub(t, x)—Aia(t, z)*b(t, x)—A3b(t, )+

2A + B — 3A se comporte différemment de B +— A!
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Modele déterministe
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Exemples

WebGL Gray-Scott Explorer
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https://mrob.com/pub/comp/xmorphia/ogl/index.html

Modele déterministe
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Exemples




Modele déterministe

[e]e]e] lo}

En général, pour n espéces Aq,..., A, et un ensemble R de
réactions écrites

Aa1++Aa;, I—)Aﬂ{‘f'n.-f—Aﬂ]:/a

I’EDP correspondante est

k- k;“ kr
Oya; (y7 t) = DiAyai(ya t)+ Z Ar H Qo (y, t) ( Z ﬂi:ﬂ{'_z ﬂz:n}) )
=1 =1

reR 7j=1

pour 1 <7 < n.
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Intro  Modéle détermir
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Limites

La vitesse de réaction est non bornée, ce qui
® est compliqué a étudier mathématiquement (explosion),
® ne correspond pas a certaines observations.

Modele enzymatique pour les réactions de type A — B, qui se
divisent en sous-réactions

A+ E < A'— B+ E.

Lorsque la concentration de F tend vers zéro, la réaction
A — B se fait avec la vitesse

a
Y+ a

, (1)

VU= A

pour des constantes v, a > 0.
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Modele stochastique sans espace

Si le systeme est "bien mélangé", alors pas besoin de structure

en espace.
EDP ~» EDO.

Si les espeéces chimiques sont Ay, ..., Ay, I’état du systeme & un
instant ¢ est représenté par (ai(t),...,an(t)) € N
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dele déterministe Modele stochastique...
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Entre le temps ¢ et le temps t + h, la probabilité qu’une réaction
r:Ai+---4+ A By + -+ By arrive quand h — 0 est

k

Ar [T ai(t)h + o(h)

i=1

et les différentes réactions sont indépendantes a la limite h — 0.
Lorsqu’il n’y a qu’une seule réaction, cela signifie qu’elle se
réalisera au bout d’un temps exponentiel de parametre

Ar(ar(t), ... an(®)) = A TR, as(t).
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Construction du processus

Il est possible de construire un tel processus.

@® Pour chaque réaction r, on calcule son taux
Ay (ai(to), ..., an(ty)), et on tire une variable exponentielle
&, ayant ce taux pour parameétre.

® On choisit la réaction r* telle que &, est le plus petit.
® On applique la réaction r* au temps t1 = tg + E+.
(par ex. pour Az + As — Az + 2A; on pose
al(tl) = al(to) + 2, ag(tl) = ag(to) — 1).
® On recommence au début avec l'instant ¢ = t;.
On obtient I'algorithme dit de Gillespie.

Le processus obtenu a est un processus cadlag, constant par
morceaux, a valeur dans N".
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éterministe Modele stochastique...
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Explosion en temps fini

Il est possible que le processus construit explose en temps fini.

Exemple : la réaction 2A — 3A

En partant de deux particules, le temps d’attente de la k-ieme
réaction est & ~ Exp((k + 1)?). On peut montrer que

T =332, &< oo p.s., donc a(t) — oo quand t — T

100 4

Nombre de molécules

0.0 01 0.2 03 0.4 0.5 0.6
Temps
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Exemple : la réaction A — 2A
En partant d’une unique particule, le temps d’attente de la

k-iéme réaction est & ~ Exp(k). On peut montrer que
T =372, &= o0 p.s., donc a(t) est défini pour tout ¢ > 0.

100 4

Nombre de molécules
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éterministe Modele stochastique...
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Limite en grande population

On fixe un ensemble R de réactions.
Pour N > 1, on construit un processus avec ’agorithme de
Gillespie, et une condition initiale oV (0) = (a]Y(0),..., a2 (0)).
On suppose que

® Pour tout 1 <i <n, %aﬁV(O) — a;(0) € Ry.

N—o00
® La constante de vitesse A\ d’une réaction r avec k > 0
réactifs satisfait N*~I\Y — )\ € R,.
N—o00

On obtient ainsi le procesus o’ : {A1,...,4,} x Ry — R,

Théoreme

Sous réserve de non-explosion, le processus %aN converge (en

distribution, uniformément sur tout compact) lorsque N — oo
vers un processus déterministe et continu
a:Ry x{A1,...,A,} = R4, qui est de plus I'unique solution
aux équations déterministes décrites précédemment.
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e déterministe )\ e stochastique... ... avec espace Po
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Modele stochastique avec espace

On se donne

Un espace "géographique" ' C R%, ou bien F = (R/Z).
Des especes chimiques {A;,..., A, } qui évoluent dans E.

Avec des facteurs de diffusion respectifs D; > 0.

Un ensemble R de réactions, par exemple

2A + B s 34,
A 0.

Chaque réaction r a un taux A, > 0.

Un noyau de réaction I' : R? — R, positif, ayant son
support inclus dans une boule centrée en zéro et de rayon
e > 0 (le rayon de réaction).
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éterministe Modele stochastique... ... avec espace
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Intuition du processus

L’état du systeme a un instant ¢ donné est représenté par une
mesure ponctuelle notée py sur ’espace de phase
P ={A,...,A,} x E. Par exemple

Ht = 5(A1,y1) + 25(1424/2) + 5(A2,y3) + 5(A4,y1)'

Les molécules se déplacent maintenant dans I’espace. On
considere qu’elles suivent des mouvements browniens
indépendants, en dehors des temps de réaction.
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.. avec espace
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m
A
O A = A
A OB
O
O oC
O O
A 4+ O = O
O
A
A
A
t =tg E
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.. avec espace
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O
] A D AA

A oB
O

O oC

O O

A+ O = O
O
A
A A
t=1ty+0.1 E
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.. avec espace
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O ‘;D\
A
O
O
A
A
t=tg+0.2" E

s A
0B
oC

A 4+ O = O
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.. avec espace
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O li(’))
A
O
O
A
A
t=tg+ 0.2 E

s A
0B
oC

A 4+ O = O
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.. avec espace
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Entre le temps ¢ et le temps t + h, la probabilité qu’une réaction
r:A;1+---4+ Ax — By + -+ By arrive au point y € F entre
les réactifs p1 = (x1,y1),...,pk = (g, yx) quand h — 0 est

Ar < ﬁ ﬂwi:AiF(yi - y)>h + O(h)
=1

Les particules p1,...,pr sont tirées de u; sans remplacement,
donc la réaction r se produit en y € F avec probabilité

. Ky
Ar /Pk u ¥ (dpr, - dpr ) ([ teima (0 — )+ o(h)
" i=1

oti la mesure d’échantilonnage u®¥" est définie par

P (dpy, ... dpy) = 1u(dp1) (—0p, ) (dp2) - - (=0, — - —0p_, ) (dpn)-
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... avec espace
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Finalement, la probabilité que la réaction r se produise entre ¢
et t+ h est

ky
D1k o
/\,,/Edy /qul e (dp, ,dpkr)(i:l_[lﬂ%mf(yz y))h—i— o(h).

Encore une fois, la probabilité que deux réactions se produisent
sur cet intervalle de temps est de l'ordre de hZ.

Un tel processus p appartiendrait a 'espace de Skorokhod des
processus cadlag a valeur mesure sur P, noté D(Ry, M (P)).
On pose

. . kr
_ Lk o
A () = Ay ' /E dy /pk:,- pe T (dpa, ,dm.)(i:l_[lﬂwiAI(yz y))-
(2)
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Construction du processus

Il est encore possible de construire un tel processus.
® On tire I’évolution brownienne des particules (7i;)¢>¢,-
® Pour chaque réaction r, on tire une variable exponentielle
&, de parametre 1 et on regarde le prochain temps de
réaction
t
7 =inf{t >0: [ A.(fz,)ds > &, }.
to
® On choisit la réaction r* telle que 7, est le plus petit.
@® On garde le processus 71 jusqu'a t; = tog + 7.+ (exclu), et on
applique la réaction r* a l'instant ¢;.
® On recommence au début en linstant t{ = ¢;.
Cette fois le mouvement brownien a un effet en dehors de temps
de saut, donc on perd des propriétés intéréssantes de
Palgorithme de Gillespie.

Il peut encore y avoir des phénomeénes d’explosion.
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Limite en grande population

Pour N > 1, on construit un processus comme précédemment
avec une condition initiale uév € M,(P). On suppose que

® On a la convergence en loi % uy N—> 140-
— 00

® [a constante de vitesse )\,{V d’une réaction r avec k > 0
réactifs satisfait N¥~1\Y e A€ Ry
— 00

On obtient ainsi le procesus ;¥ € D(R4, M,(P)).
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Théoreme

Sous réserve de non-explosion, le processus % 1Y converge (en
distribution, pour la topologie de Skorokhod) lorsque N — oo,
vers un processus déterministe continu en temps

m € C(Ry, M4 (P)), qui est 'unique solution & : pour tout
fe€C?(P),t>0,

t n
{my, fY = (mo, f) —1—/0 (ms, > Dili s,y Af)ds
=1
t

+ Z )\T/ ) dy mg(dp1) - - - ms(dyp,)

0 reR ExPrr

i

ky. kr
' i=1 i=1
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Lien avec le modeéle déterministe

Lorsque le rayon de réaction ¢ — 0, et que I' — &g la masse de
Dirac en zéro, les équations précédentes convergent
(informellement) vers

t n
(my, f) = (mo, f) —|—/0 <7n,S’;ZDiﬂ{AiXE}Af>dS
i=1

. /Ot S, [E a iﬂlmﬁ(Aa;,y))

reR
Kkl Ky

(Z f(A5:7 y) - Z f(Aalr, y))ds
=1 i=1

qui correspondent aux équations déterministes de la premieére
partie!
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Limite en grande population - Probleme de martingale

Exemple

Soit (B¢)¢>0 un mouvement brownien d-dimensionnel, et
f € C%(R%). Alors le processus

(£B) = 5(Bo) — [ 3A7(B)ds)

>0

est une martingale.
On dit que l'opérateur f > %A f est le générateur
infinitésimal de B. De maniere équivalente on a

LA (r) = Jim S E.[7(Bi) — £(Bo)),

ou sous [E;, B est issu de = € R.
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stochastique... ... avec espace Polymeres d’ac
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Exemple

Soit (X¢)¢>0 un processus de Poisson de taux A, et f € C(R).
Alors le processus

(FOX) = 7o) = [ MFKeb1) = 7(X)ds)

>0
est une martingale. Le générateur infinitésimal de X est

F=Xf(+1)=f(-)). On a encore

A1) = () = im TEL[(X) — F(X0)),

ou sous E,, X est issu de x € R.
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On reprend notre processus p & valeur dans les mesures sur P.
Pour g € M4 (P), F € C(R) et f € C*(P), on pose

Fy(p) = F({o, f / £ dpo).

n

DFy(po) = Y D (FI(<H07f>)<:u07Ayfi>+F”(<N07f>)<:“07 |Vyf¢|2)),

=1

GrEy(po) = Ar / / dy pig*™ (dpy, -, dpy,)

’V' k“”" k’:"
( [[te=a, Ty - y)) (Ff(MO =D Gt 5(A5Jr,y)) - Ff(ﬂ()))-
i=1 i=1 j=1
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... avec espace
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Proposition

Sous réserve de non-explosion, le processus

(Fyu) = Fyuo) = [ (D) + 3 GoFy(ps))ds),

>
reR 20

est une martingale.
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Idée de la preuve

On utilise le probleme de martingale avec F' = Id.
Pour tout N on a une martingale ZV:/ telle que

1 1 ¢
<Nﬂiv’f>:<NM0Naf>+/0 (NDIdf( +NZG () ds+2
reR

On montre que cette martingale tend vers zéro avec N en

montrant que sa variation quadratique tend vers zéro.

Il reste & étudier les termes +DIds(us) et &Gy Idg(us) et
montrer qu’ils convergent vers les termes de diffusion et de
réactions voulus.
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Intro

déterministe

Le cadre que j’ai présenté pour la construction du processus et
la tension en grande population est en réalité un peu plus large.
Il peut prendre en compte :

e une diffusion avec drift,

¢ des taux de réaction A\, (y, u¢) dépendants de la position et
de I'état du processus,

® des réactions localisées ne pouvant se produire qu’en un
point particulier de ’espace.
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Polymeres d’actine
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Monomeres et polymeres d’actine

» - soemme > »

« monomere libre d’actine
- polymere d’actine
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Polymeéres d’actine  Concl
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Espace E = R/Z, la ceinture correspond au point 0 € R/Z.

® 2 especes chimiques : monomeres (M) et polymeres (P). Les
polymeres sont fixés en 0, les monomeres diffusent partout.

Les polymeres ont un trait : leur longueur ¢ € §N.

® Deux réactions

(P,0,0) + (M,y,5) — (P,0,0+ ) (>4
(P,0,0) — (P,0,0— &)+ (M,0,8) (>4

avec taux respectifs A7, AT,

On construit un processus p appartenant a l’espace
D(R+, M,(R/ZUR.)).
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Limite en grande population

® Nombre de monomeéres ~ N.

e Nombre de polymeres ~ N'.

e Longueur typique d’un polymeére % ~ N/N'.
On s’intéresse a la limite N, N, N/N' — oo.

Théoreme
Si la condition initiale est suffisamment réguliére, le processus

1N converge vers un processus déterministe
w=(m,p): Ry - M(R/ZUR,), qui est solution de

Oymy = DAmy + ()\_50 — )\+sz> (pt, li>0),
Oypr = ()\_ -t (771¢,F>>8gpt.
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Perspectives

® Cadre pour montrer la limite lorsque le rayon de réaction
tend vers zéro (I' — dy).

e Différentes abondances des molécules dans la limite en
grande population. Par exemple, une des espeéces est en
quantité O(1), et a un effet stochastique a la limite.
EDP ~» PDMP.
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Merci pour votre attention !
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